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RESUMO

O modelo de regressao de Poisson é utilizado frequentemente para modelar dados de contagem.
O principal objetivo deste trabalho é mostrar, a partir de um exemplo da literatura, como
fazer um ajuste usando o modelo de regressdo de Poisson. Exibiremos passo a passo como
fazer as analises de multicolinearidade, residuos e diagndstico de influéncia. Foi realizada uma
aplicacao cujo objetivo era verificar se o nimero esperado de clientes de uma determinada area
de uma cidade é influenciado por varidveis como niimero de domicilios, renda, idade, distancia
ao concorrente mais proximo e distancia até a loja. De acordo com os resultados, observamos
que, em média, quanto maior a distancia ao concorrente maior o niimero de clientes e, quanto
maior a renda, idade, e distancia até a loja, menor o niimero de clientes.

Palavras chave: Regressao de Poisson; Modelos Lineares Generalizados; Estimacao via
Méxima Verossimilhanga; Contagem.

1 INTRODUCAO

O modelo de regressao de Poisson é um tipo especifico de modelo linear generalizado (MLG) que teve
origem por volta de 1970, quando Wedderburn (1974) desenvolveu a teoria da quasi-verossimilhanca.
A varidvel resposta de uma regressdo de Poisson deve seguir uma distribui¢do de Poisson e os dados
devem possuir igual dispersao (a média da varidvel resposta deve ser igual & varidncia). Frequentemente
a suposicao de igualdade entre média e variancia é violada, porém mesmo nesses casos é possivel se aplicar
o modelo de regressao de Poisson, realizando alguns ajustes. Neste trabalho seréd apresentado a expressao
matematica do modelo de Poisson destacando-se a funcao de ligacao que conecta o regressor ao parametro
correspondete a média na distribuicao de Poisson. Sera averiguado a qualidade de ajuste de tal modelo
por intermédio de uma andlise de residuos e diagnéstico e, posteriormente, sera realizada a interpretacgao
dos parametros inerentes ao mesmo.

2 METODOLOGIA

Consideremos os dados apresentados em Neter et al (1996) sobre o perfil dos clientes de uma determinada
loja oriundos de 110 areas de uma cidade. Neste exemplo, sera feita uma analise de regressao de Poisson
afim de avaliar a relacdo entre o nimero esperado de clientes nas 110 areas. O conjunto de dados é
composto pela varidavel resposta Y: ‘numero esperado de clientes em cada area’ e as covariaveis X; como
seguem: numero de domicilios (em mil), renda média anual (em mil USD), idade média dos domicilios
(em anos), distancia ao concorrente mais préximo (em milhas) e distancia a loja (em milhas).



O interesse dessa andlise é responder: Quais fatores influenciam no aumento ou decaimento do ntiimero
esperado de clientes em cada drea? Existe relacao entre o nimero esperado de clientes em cada drea e os
fatores econémicos envolvidos na andlise?

Para responder tais perguntas, serd utlizada a regressdo de Poisson. Supondo que Y ~ Poisson(\)
cuja funcao de probabilidade é dada por

)\)\y
Pr(Y =y)= "S- y=0,12,..., (1)
y!
utilizaremos a fungao de ligacao canonica
hl()\i) =10 = ;8 = A\ = €miﬁ. (2)

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

E apresentado na tabela abaixo um resumo das medidas do conjunto de dados corresponde a 110 ob-
servagoes sobre o perfil dos clientes de uma determinada loja oriundos de 110 areas de uma determinada
cidade

Tabela 1: Andlise descritiva dos dados.

nclientes  domic renda idade dist1 dist2

N 110.00 110.00 110.00 110.00  110.00  110.00
mean 11.20 647.76  48836.78  27.43 3.07 6.83
Std.Dev. 6.64 263.03  18531.06  16.68 1.50 2.29
min 0.00 19.00 19673.00 1.00 0.34 0.87
Q1 7.00 472.25  35160.25  13.00 1.93 5.59
median 10.00 647.00  44564.50  27.00 2.93 7.28
Q3 14.00 825.25  58369.00  41.75 4.28 8.67
max 32.00 1289.00 120065.00  58.00 6.61 9.90

De acordo com a tabela [l podemos observar que o ntimero esperado de clientes em cada area é de
11.20 com um desvio-padrao de 6.64. Além disso, cerca de 50% das dreas observadas tém um ntimero
esperado de clientes que varia entre 7 e 14. A area com o maior numero esperado de clientes, 32, é a
drea 19, que tem 877 domicilios, uma renda anual de 51707, a idade média dos domicilios é de 27 anos, a
distancia até o concorrente mais préximo é de 5.19 milhas e a distancia & loja é de 3.66 milhas (1 milha
~ 1.609 km). As dreas 7, 37 e 45 nao tiveram clientes.

Seja Y; o nimero de clientes da i-ésima area que foram a loja em um determinado periodo. Suponhamos
entdo que Y; ~ Poisson(u;) com parte sistemdtica dada por:

log(ui) = Bo + Brdomic + Parenda + Psidade + Badist] + Psdist2. (3)

O ajuste deste modelo foi feito usando o comando glm do software R e os respectivos resultados estao
descritos na tabela abaixo:

Tabela 2: Estimativas dos parametros do modelo log-linear de Poisson.

Estimate Std. Error 1z value Pr(>|z|)
(Intercept)  2.9424 0.2072 14.20 0.0001

domic 0.0006 0.0001 4.26 0.0001
renda -1.2e-05 2.1e-06 -5.53 0.0001
idade -0.0037 0.0018 -2.09 0.0365
dist1 0.1684 0.0258 6.53 0.0001
dist2 -0.1288 0.0162 -7.95 0.0001

Observando o teste z de significincia dos coeficientes, apresentado na tabela [2] temos que todas as
estimativas sdo altamente significativas. O desvio do modelo foi de D(y, 1) = 114.99 com 104 graus de
liberdade que equivale a um nivel descritivo P = 0.35 indicando um ajuste adequado.

Apartir dos resultados indicados na tabela[2] podemos concluir que o nimero esperado de clientes que
frequentam a loja: cresga com o aumento do nimero de domicilios na area, cresga com a distancia ao
concorrente mais proximo, diminua com o aumento da renda médias, diminua com o aumento da idade
média dos domicilios, diminua com o aumento da distancia da area a loja.



Na tabela abaixo estd descrito a andlise de varidncia (ANOVA). Notamos ao observar esta tabela, que
por meio do teste F, as varidveis domicilio (domic), distancia até o primeiro concorrente (ditl) e distancia
até & loja (dist2), sdo significativas na regressdo, visto que o p-valor de ambas é menor que 0.05, enquanto
as variaveis renda e idade tem um p-valor superior a 0.05. Pelo teste F do ajuste global temos que o
p-valor = 0.001, o que implica na nao rejeigao da hipétese nula, isto é, o modelo de regressao proposto é
adequado.

Tabela 3: Anova.

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
domic 1 476.53 476.53 46.17 0.0000
renda 1 14.20 14.20 1.38 0.2435
idade 1 3.63 3.63 0.35 0.5545
dist1 1 2239.14  2239.14 216.95  0.0000
dist2 1 998.72 998.72 96.77 0.0000
Residuals 104 1073.38 10.32

O coeficiente de determinacdo R? = 0.7766, isto é, aproximadamente 77.66% da variabilidade total
observada para a varidvel resposta nimero de clientes (nclientes) é explicada pela regressdo. H4 uma
outra medida para avaliar a variabilidade total observada dos dados, essa medida é a Ridj. Para esse
conjunto de dados temos que o Ridj = 0.7659 e sua interpretacao se d4 como a anterior, 76.59% da
variabilidade dos dados é explicada pela regressao.

Ao calcularmos os valores de inflagdo de variancia podemos perceber que ndo ha presenca de multi-
colinearidade, visto que todos os valores sao menores que 10.

Outro teste usado para tentar captar multicolinearidade é feito por meio da anélise dos autovalores
da matriz rezz. Considerando os autovalores dessa matriz, temos que os numeros de condi¢oes da matriz
rzx sao dados por k = M Como todos os valores de k sao menores do que 100, nao ha presenga
de multicolinearidade entre as varigveis regressoras, porém, o determinante da matriz rzx é 0.3073184,
mostrando evidéncia fraca de linearidade entre as regressoras.

Consideremos agora o algoritmo de pesquisa que permite simplificar um modelo de regressao, sem
precisar analisar todos os possiveis submodelos. Usamos o algoritmo de exclusao sequencial (backward),
para verificar os AICs dos modelos, adicionando ou removendo varidveis. Como ja era esperado, devido
ao teste z para significincia dos coeficientes e o teste F global, o modelo com menor AIC, selecionado
pelo comando ‘step’ do software R, foi o modelo completo.

De acordo com o teste de Shapiro — Wilk para a normalidade dos residuos obtivemos um p — valor =
0.1184, aproximadamente 12%. O que leva a conclusao a um nivel de significancia de 5% a nao rejeicao da
hipé6tese nula, isto €, os residuos provém de uma distribui¢ao normal satisfazendo o primeiro pressuposto
do modelo em questao.
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Figura 1: Gréficos da andlise de Residuos.




Realizando o diagnéstico de pontos de alavancagem de Hoaglin e Welsh (1978) concluimos que o rank
da matriz H é 5 e h;; = 0.1 o que indica que as observacoes 15,20,37,47,89 e 94 sao possiveis pontos
de alavanca. Agora, ao analisarmos a influéncia dos coeficientes da regressao proposto por Belsley,
Kuh e Welsch (1980), temos que DF Beta = 0.1906925, isto é, o ponto de corte usado para comparar
os DF Betaj; é de 0.20. Ainda, analisando a influéncia dos valores ajustados, temos que DFFit =
0.4264014, isto é, o ponto de corte usado para comparar os DF Fit; é de 0.43. Por fim, analisando a
influéncia na precisdo da estimacdo de Belsley et al.(1980), temos que o limite superior e inferior do
CovRatio; sao 1.136364 e 0.8636364 o que nos diz que se o i-ésimo ponto satisfazer CovRatio; < 1.14 ou
CovRatio; > 0.87 entao ele deve ser um ponto influente.
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Figura 2: Gréficos dos BFBetas, DFFit, CovRatio e matriz hat.

4 CONCLUSAO

Ao observamos nossos resultados podemos tirar algumas conclusées. Primeiramente as observagoes des-
tacadas como influentes nao mudam a inferéncia, pois nao sao significativas e nao ha indicio que a funcéo
de ligacao seja inapropriada. Por fim, nao hé indicio de afastamentos importantes da suposicao de dis-
tribuicao de Poisson para o nimero de clientes que frequéntam a loja. Além disso, notamos que todos os
fatores sao significativos para a anélise de regressao de Poisson. O fator que aumenta de forma significa-
tiva o ntmero esperado de clientes em cada drea é o ‘dist1’ (distancia até o concorrente mais proximo).
Os fatores que fazem com que haja um decaimento no valor esperado de clientes sdo: renda, idade e
distancia até a loja, sendo essa tultima a mais significativa. Existe uma forte relagdo entre as distancias
em geral e o nimero esperado de clientes em cada area.
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